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1 Beispiel 31

Angabe

oo
/ ze "
0

Grundlagen

Uneigentliches Integral:

fooo f(x)dx ist ein uneigentliches Integral (2. Art) und aufgrund des unbestimmten Integra-
tionsbereiches nicht ad hoc 16sbar. Um den umbestimmten Integrationsbereich auf einen be-

stimmten zrutickzufiihren, wird (fiir die unbestimmte Grenze) der limes des Integrals gebildet
(dabei muf die Funktion auf jedem Intervall [a,b] C [a,oc0)integrierbar sein): [ f(z)dz =

im0 faT f(x)dz
Partielle Integration:

/ F(@)g(x)dz = f(x)g(x) - / f(@)g (x)de

Unbestimmtes Integral:

f:[a,b] — Rstetig, F(x):= /f(t)dt = F'(z) = f(z); /f(z)da: = F(b) — F(a)

Losung

Das unbestimmte Integral wird zunéchst auf ein bestimmtes riickgefiihrt:
o) T
/ xe *dx = lim xe *dx
0 T—o0 Jo

Jetzt wird das Integral mit den neuen Grenzen berechnet:

r T
/0 xe ¥dr = (—x — l)e_‘"”‘o =
=(-T—1)e ' —(£0—-1)e " =
= Te T —eTy1=

Wiedereingesetzt:
T
lim ze ®dr= lim —Te T —eT+1=0-0+1=1 O
T—o00 0 T—o00



2 Beispiel 63

Angabe

Man stelle den Definitionsbereich und den Wertebereich folgender Funktionen fest und beschreibe
die Hohenlinien:

a)z = x? — y? b)z = 1—%2—%

Grundlagen
Definitionsbereich

Fiir eine Funktion y = f(x) bezeichnet der Definitionsbereich D alle z-Werte, denen sich
y-Werte zuordnen lasssen.!

Wertebereich

(s. 0.): ... alle y-Werte bilden den Wertebereich W der Funktion f(z).2

Hohenlinien

Das Bild der Funktion z = f(z,y) kann auch mit Hilfe von Schnittkurven ermittelt werden,
die durch Schnitte parallel zu den Koordinatenebenen entstehen. Die Schnittkurven z = const
werden auch Niveaulinien oder Hohenlinien genannt.

Losung 63 a)

(Annahme: Da in der Vorlesung bisher keine Funktionen iiber C behandelt wurde, schlieffe ich
die komplexen Zahlen auch hier aus)

Da die Funktion z = 22 —y? von zwei Variablen abhingt, ist der Definitionsbereich D = a,b €
R bzw. D = R2.

Der Wertebereich ist R, da die Funktion keine Einschréinkungen bzgl. der Losbarkeit aufweist.

Zur Beschreibung der H6henlinien wird z konstant gewahlt, und die Funktion nur von einer
Variablen abhiingig gemacht: zg = 22 — y? = y = +v/2? — 2. Liisst man nun zg diskrete Werte
aus R annehmen, ergeben die einzelnen Schnittkurven die Hohenlinien.

Anschaulicher werden die Hohenlinen allerdings, wenn man die Funktion umformt: zy = 22 —

y? = % — # = zp. Dies ist eine Hyperbelgleichung, die Hohenlinien haben also die Form von
Hyperbeln. Die Asymptoten (Mittelpunkt (0, 0), Hauptachse als z-Achse) werden dann durch y =
++/12 — 2o beschrieben. Setzt man nun zy = 0 ergeben sich die Diagonalen zu den Hauptachsen

des Koordinatensystems. Die anderen Hohenlinien sind dazu verschobene Hypberbel. O

Losung 63 b)

Fiir den Definitionsbereich der Funktion z = /1 — % — ¥ arf der Radikant nicht negativ

9
seing 1= 5 — >0 % — 4 > 1. Somit ist D= {w,y e R|Z + 4 <1},

Der Wertebereich beginnt bei 0 (Radikant > 0!) und reicht bis 1, fiir %2 + % =0: W =10,1].

1vgl. Bronstein, Semendjajew, Musiol, Miihling: Taschenbuch der Mathematik, 4. Auflage, 1999, S. 47
2vgl. Bronstein, Semendjajew, Musiol, Miihling: Taschenbuch der Mathematik, 4. Auflage, 1999, S. 47



. v . . . / 2 2 .
Fiir die H6henlinien setzten wir wieder zo = 0: zg = - - %. Setzten wir nun zg = 0:

964—2 — % =1, so erhalten wir die Gleichung einer Ellipse. Stellen wir nun y frei:

@y
= 1————
=0 19
2 2
2 €z Y
= 1————
%0 19
3622 = 36— 92 — 49
9
y? = 9—1962—923
372
= 9.(1—22_""_
o5
.%'2
= +3-4/1-22-=
Yy %~

Fiir y? gibt sich wieder eine Abwandlung der Ellipsengleichung, die Hohenlinien sind daher
Ellipsen. O

3 Beispiel 78

Angabe
Eine Funktion f(z1,...,2,) heit homogen vom Grad r, falls fiir jedes feste A > 0 und alle
(z1,...,2,) aus dem Definitionsbereich von f gilt:

f()‘xlv"'7)‘xn) = )\rf(‘rlv" '79377.)

Ungelost!

4 Beispiel 80

Angabe

Man untersuche fiir beliebige «, 6 € R den Grenzwert lim;_o f(at, 8t). Ist die Funktion f(z,y)
an (0,0) stetig?

_ - _

«
Grundlagen

Stetigkeit eine Funktion mit mehreren Verinderlichen: f : R¥ — R™ stetig an zq € R* &
limgy .z, f(z) = f(20)

Losung

at == OBt=1y

. 51| #1- 161 El

lim f (at, Bt) = = - N

A ot + 18t ptf - (laf* -1 +18) ol 1+ 18]
—0



D.h. die Funktion ist stetig fiir 5 # 0. Es 1dfst sich jedoch eine Annédherung finden, sodass der
Grenzwert nicht dem Funktionswert an der Stelle (0,0) entspricht:

a=1 b=10
. . .0

Daraus folgt, dass f an der Stelle (0,0) nicht stetig ist. O

5 Beispiel 96

Angabe

Man bestimmt die partiellen Ableitungen:

4I2y2
xr,y) = arctan { —————
f@.y) (1 Yzt y)

Grundlagen

Partielle Ableitung von Funktionen mit zwei Variablen f(z,y)

f(x,y0) — f(wo,y0) of

xli{go T — X0 - %(zo’yO)
lim f($07y) _f($07y0) — g(mmyo)
Yy—Yo Y — Yo dy

Qutionenregel

( / > _f9—1d
g 92
Ableitung des Arkustangens

1
1+ 22

arctan a2’ =

Kettenregel des Differenzierens: F(z) = f(g(z)) = F'(z) = f'(g9(x))g'(x)

Losung

/ x = 71 =
@) = ey
(14z+y)?
1624yt +(1+z+y)?
8zy?)(1 — (422y?) - 1
§ () = Bzy?)(1+z+y) g x*y?)
(1+z+y)
f(z) = (1+z+y)* By (I+a+y)—(4?y®) 1
T 16atyt+(I+aty)? (IT+a+y)?

(82y* (1+a+y)—da’y®)-(1+a+y)*
(16ztyt+(1+a+y)?) - (1+a+y)?
81y2+412y2+8zy3
16ty +(14+z+y)?




Fiihrt man die Abletung fiir y durch, erh&lt man

Fla) = 8x2y + 4x2y? 4 8x3y
16z4y* (14+z +y) 2
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